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Prvi dan

1. Neka je O sredixte opisane kru�nice raznostranog trougla ABC i H ǌegov orto-
centar, H 6∈ {A,B,C}. Oznaqimo sa Oa, Ob i Oc, redom, sredixta opisanih kru�nica
trouglova AOH, BOH i COH. Dokazati da se prave AOa, BOb i COc seku u jednoj
taqki.

2. Data je kocka ivice 2021. Na koliko razliqitih naqina je mogu�e na obodu ove kocke
dodati jednu jediniqnu kockicu tako da se novodobijeno telo mo�e popuniti telima
dimenzije 1× 1× k, za neki prirodan broj k, k > 2?

3. Pretpostavimo da su dati prirodni brojevi m i n, kao i niz celih brojeva a1, a2,
. . ., za koji va�i ai = ai−n, za svako i, i ∈ N, i > n. Za svaki prirodan broj j, 16 j 6 n,
definixemo lj kao najmaǌi prirodan broj takav da je broj aj +aj+1+ · · ·+aj+lj−1 deǉiv
sa m. Dokazati da je

l1 + l2 + · · ·+ ln 6mn.

Predvi�eno vreme za izradu zadataka je 270 minuta.
Svaki zadatak vredi 7 bodova.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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4. Neka je q prost broj, a n prirodan broj. Dokazati da nq +
(
n−1
2

)2
nije potpun stepen

broja q.

5. Tata Zoran je ushi�eno rekao svome sinu Perici da je pronaxao zanimǉivu funkciju
f : R→ R koja ispuǌava slede�e osobine:

• f(m) = m, za sve celobrojne m;

• f(a+b
c+d ) =

f( a
c )+f( b

d )

2 , za svaka qetiri cela broja a, b, c, d takva da je |ad−bc| = 1, c > 0
i d > 0;

• f je monotono rastu�a.

(a) Dokazati da je Zoran pronaxao jedinstvenu funkciju sa navedenim osobinama.

(b) Ako je Perica izraqunao vrednost f(
√
5−1
2 ), koji broj je dobio?

6. Dat je trougao ABC, AB 6= AC, sa opisanom kru�nicom ω. Oznaqimo sa I sredixte
upisane kru�nice tog trougla. Normala konstruisana iz taqke I na pravu AI seqe
stranice AB i AC u taqkama E i F , redom. Opisana kru�nica trougla AEF seqe
ω i pravu AI u taqkama G i H, redom. Taqka D je podno�je normale iz taqke I na
pravu BC. Tangenta na ω u taqki G seqe pravu BC u taqki J , a prava AJ seqe opisanu
kru�nicu trogla ABC po drugi put u taqki K. Dokazati da se kru�nice opisane oko
trouglova DJK i GIH dodiruju.

Predvi�eno vreme za izradu zadataka je 270 minuta.
Svaki zadatak vredi 7 bodova.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.


